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摘 要：针对Laplace方程上半平面边值问题，我们研究了利用ϕy∗f的采样来恢复边值 f. 为了获得采样重构稳

定性结果，Shannon采样定理表明采样率必需满足一定条件 .在频带有限函数空间中针对采样率不足的情况，通

过分析样本扩散矩阵的最小特征值，并利用Remez-Turan不等式避开盲点方法，解决了采样不等式稳定性问题 .
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Dynamical sampling in the boundary value problem of Laplace equation 

in upper half-plane
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Abstract： For the boundary value problem of Laplace equation in upper half plane， the sampling of 

ϕy∗f to recover the boundary value f is studied. In order to obtain the stability reconstruction of sam‐

pling， Shannon sampling theorem shows that the sampling rate must satisfy certain conditions. The sta‐

bility of sampling inequality is solved by analyzing the minimum eigenvalue of the sample diffusion 

matrix and using the Remez-Turan inequality to avoid the blind spot in the case of insufficient sampling 

rate in the bandlimited function space.
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当求解一些特殊区域上的Laplace方程边值问题时，其解通常可表示为积分算子形式，如二维空间上

半平面的Laplace方程边值问题

ì
í
î

Δu ( x，y ) = 0， x ∈ (-∞，+∞)， y > 0，
u ( x，0) = f ( x ) （1）

的解可由 u ( x，y ) = (ϕy∗f ) ( x ) 给出，其中 ϕ̂y ( ξ ) = e-y || ξ，ϕ̂y 是 ϕy 的傅里叶变换 . 本文定义 Fourier 变换： 

f ̂ ( ξ ) = ∫R
f ( y )e-iyξdy . 因此求解该边值问题往往需要事先知道初值条件

f (∂Ω) = |u ( x，y ) (x，y ) ∈ ∂Ω ≔  f ( x ).
但在实际应用中，边值的获得往往需要通过仪器在有限区域内测量 . 针对热传导方程初值问题，Lu et al.

（2009）首次提出的动态采样问题，即在研究如下边值问题：
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ì
í
î

∂ tu ( x，t ) = σ2∂x
2u ( x，t )， ( x，t ) ∈ R × (0，+∞)，

u ( x，0) = f ( x ).
如何从样本{u ( xn，ti ) = (ϕti∗f ) ( xn ) ：xn ∈ Λ，ti ∈ Γ}中稳定恢复初始信号 f ( x )，其中 ϕ̂t ( ξ ) = e-tσ2 ξ2

. Aldrou‐

bi et al.（2013；2015；2017；2019；2021）进一步研究了该动态采样问题，若限定 f属于某类函数空间，例如频

带有限函数空间，由Nyquist采样定理可知，采样的数据量密度足够大时，即当Nyquist抽样率T ≥ c
π，可

以通过采样集

{u ( xn，ti ) ： xn ∈ Λ，ti ∈ Γ}
来恢复边值信号 f ( x )，但在采样数据量不足的情况下，则存在信号 f ( x ) 不能实现稳定恢复 .

频带有限函数空间也称为Paley-Wiener空间：

PWc ≔ { f ∈ L2 (R ) ：supp ( f ̂ ) ⊆ [-c，c ]}.
在采样数据量不足的情况下，Aldroubi等提出利用Remez-Turan不等式避开ϕ的采样盲点，成功解决了采

样密度不足导致的不能稳定重构的问题，即∃A，B > 0，有以下不等式成立

A f 2
2 ≤ ∫0

L∑
λ ∈ Λ

|| ( f∗ϕt ) (λ) 2 dt ≤ B f 2
2，     f ∈ PWc ， （2）

其中L > 0 ，采样集Λ ⊂ R.

近年来，许多学者对平移不变（shift-invariant）子空间中的传统采样和重构进行了大量的研究，Liu

（1996）、Sun et al.（2000）、 Aldroubi et al.（2001）、Chen et al.（2005）、Liu et al.（2007）和 Xian et al.（2014）

取得了十分丰富的成果 . Sun（2007）和Nashed et al.（2010）利用Frame理论研究了更广的非频谱有限信号空

间中非均匀采样与信号的重构算法 .

本文考虑频带有限函数空间中的信号，研究采样率不足的情况下，首先利用Laplace方程上半平面边

值问题中的卷积核 ϕ̂y ( ξ ) = e-y || ξ 的性质，再基于范德蒙德矩阵的特征值分析，得出采样不等式（2）的下界 .

1 Sub-Nyquist动态采样

若 f ∈ PWc，根据 Nyquist采样定理，当抽样率 T ≥ c
π，f可以从等间距样本 f ( )kT 、   k ∈ Z中稳定重构，

其中采样间隔为λk = k
T . 考虑利用样本

u ( )k
T，y  ：k ∈ Z，   0 ≤ y ≤ 1 （3）

提供的数据，能否降低其采样率 . 若采样集（3）中T < c
π，即采样率变稀疏，能否可以利用采样值u ( )k

T，y

来恢复（1）中边值 f ( x ). 本文考虑Sub-Nyquist均匀等间隔空间采样，即取采样周期 T = c
mπ，m ∈ N，并且

将采样问题限制到V ⊆ PWc，其采样不等式为

A f 2
2 ≤ ∫0

1 |

|
|
||
||

|
|
||
|∑
k ∈ Z
u ( )mπ

c k，y
2
dy ≤ B f 2

2，      f ∈ V. （4）

同时考虑核集

Φc = {ϕ ∈ L1 (R ) ：∃κϕ > 0使得κϕ ≤ ϕ̂ ( ξ ) ≤ 1，其中 | ξ | ≤ c，ϕ̂ (0 ) = 1}.
设ϕ ∈ L1，ϕp ( x ) = ∑

k ∈ Z
ϕ̂ ( x - 2ck )1[-c，c) ( x - 2ck ) 以2c为周期进行周期化，supp ϕ̂ ⊆ [-c，c )，

kϕ ≤ ϕp ( ξ ) ≤ 1.

定义

û ( ξ，y ) = f ̂ ( ξ ) ϕ̂y ( ξ )，      f ∈ PWc .

引入采样扩散矩阵
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Bm ( ξ ) = ( )∫0

1- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- --

( )ϕ̂ y

p( )2c
m ( ξ + j ) ( )ϕ̂ y

p( )2c
m ( ξ + k ) dy

0 ≤ j，k ≤ m - 1
= ∫0

1
A⋆
m ( ξ，y ) Am ( ξ，y )dy， （5）

其中

Am ( ξ，y ) = ( )( )ϕ̂ y

p( )2c
m ξ ⋯( )ϕ̂ y

p( )2c
m ( ξ + m - 1) ∈ M1，m (C ) . （6）

令

f ( ξ ) = ( ( f ̂ ) p( )2c
m ( ξ + j ) )

j = 0，…，m - 1
=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

÷

÷( f ̂ ) p( )2c
m ξ

⋮
( f ̂ ) p( )2c

m ( ξ + m - 1)
∈ Mm，1 (C )，  ξ ∈ [ 0，1] . （7）

由上面分解可知：如果可以恢复 f ( ξ )，那么可以恢复 fp.

∫0

1
 f ( )ξ 2 dξ = ∑

j = 0

m - 1∫0

1 |

|
|
||
||

|
|
||
| ( )f ̂

p( )2c
m ( )ξ + j

2
dξ = m

2c ∑
j = 0

m - 1∫ 2cj
m

2c ( )j + 1
m |

|
||||

|
|
|||| ( )f ̂

p
( )u

2
du

= m
2c ∫0

2c |
|
||||

|
|
|||| ( )f ̂

p
( )s

2
ds = m

2c ∫-c

c

|| f ̂ ( )s
2 ds.                                          (8)

引理1   设 f ∈ PWc，则∫0

1∑
k ∈ Z

|

|
|
||
||

|
|
||
|
u ( )mπ

c k，y
2
dy = ( )c

mπ
2∫0

1
f ( ξ ) ⋆Bm ( ξ ) f ( ξ )dξ.

证明   利用泊松求和公式，容易证明引理1.

注意到当ϕ ∈ Φ，m ≥ 2时，有

infξ ∈ [ 0，1]λmin (Bm ( ξ ) ) = λmin (Bm (0 ) ) = 0. （9）

若采样率不够，一般情况下无法从式（3）上进行稳定重构，故需避开一些采样点（即盲点）. 假设存在

E͂ ⊆ [ ]0，1 使得

λmin (Bm ( ξ ) ) ≥ κ，       ξ ∈ E͂ ， （10）

成立，则有

∫0

1∑
k ∈ Z

|

|
|
||
||

|
|
||
|
u ( )mπ

c k，y
2
dy = ( c

mπ ) 2∫0

1
f ( ξ ) ⋆

Bm ( ξ ) f ( ξ )dξ ≥ κ ( )c
mπ

2
 f ( ξ ) 2dξ = cκ

2mπ2 ∫
E
 f ̂ ( ξ ) 2 dξ ，     （11）

其中E = ( )2c
m ( E͂ + Z ) ∩ [ ]-c，c .

利用Vandermonde矩阵来获得式（5）中矩阵Bm ( ξ ) 最小特征值λ (m )min ( ξ ) 的下估计 . 

引理2   令 v0，v1，…，vm - 1是m个不同的非0实数 . 设 v = ( v0，⋯，vm - 1 ). 对 k ∈ N，定义函数Ψk：R→ R，

Ψk ( y ) =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

1 - y2

1 - y2 k， y ≠ 1，
k， y = 1.

对 j = 0，…，m - 1，定义

σ2
j = ∑

k = 0

m - 1
v2k
j = Ψm ( vmj ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

m， vj = 1，
1 - v2m

j

1 - v2
j

， vj ≠ 1.
令

σ = ( )∑
j = 0

m - 1
σ2
j

1 2
，γ- = min

j
| vj | > 0， γ+ = max

j
| vj |， α = ( )m - 1

σ2

m - 1
2 ∏

0 ≤ j < k ≤ m - 1
|| vj - vk .

对N ∈ N，令WN是 (mN ) × m阶Vandermonde矩阵，其中 vN = ( )v
1
N0，⋯，v

1
Nm - 1 ，
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WN =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú1 v
1
N0 ⋯ v

Nm - 1
N0

1 v
1
N1 ⋯ v

Nm - 1
N1

⋮ ⋮ ⋮
1 v

1
N
m - 1 ⋯ v

Nm - 1
N

m - 1

.

对任意 x ∈ Cm，有

α2ΨN (γ- )  x 2 ≤  WNx
2 ≤ σ2ΨN (γ+ )  x 2.

利用Vandermonde矩阵的性质及Yu et al.（1997）对m × m阶矩阵的最小奇异值的估计，容易得到结论 .

函数ΨN在( )0，+ ∞ 上递增，对 y ≠ 1，y > 0有，

lim
N → ∞

1
N ΨN ( y ) = 1 - y2

lim
N → ∞ N (1 - e2lny/N ) = |

|
|
||
| 1 - y2

2ln y
|

|
|
||
|. （12）

推论1   在引理2中，进一步假设0 < v ≤ vj ≤ 1，m ≥ 2. 令
ᾶ = e- 1

2m-m - 1
2 Π0 ≤ j < k ≤ m - 1 | vj - vk |. （13）

则对任意 x ∈ Cm，有

ᾶ2ΨN ( v )  x 2 ≤  WNx
2 ≤ m2N  x 2

.

定理1（Aldroubi et al.，2021）   设ϕ ∈ Φ. 定义

Δm ( ξ ) = ∏
0 ≤ j < k ≤ m - 1

|

|
|
||
||

|
|
||
|
ϕ̂p( )2c

m ( ξ + j ) - ϕ̂p( )2c
m ( ξ + k ) .

任意 x ∈ Cm，有

1
2emm2 Δm ( ξ ) 2 ⋅ 1 - κ2/m

ϕ

|| ln κϕ  x 2 ≤ Bm ( ξ ) x，x ≤ m x 2.
根据Papoulis（1977）定理的分析：函数 f ∈ PWc 的扩散样本（3）不能稳定恢复 f ̂. 但通过避开由ϕ 确定的盲点

的样本值可以稳定恢复 f ̂1E，即对正测度的某个子集 E ⊆ I，能有效恢复 f ̂1E. 故针对以上情况，利用 Re‐

mez-turan不等式：  f ̂1 I ≤ CE f ̂1E ， f ∈ V.
定理 2   令ϕ ∈ Φ， m ≥ 2， E͂ ⊆ I = [0，1]是紧支集 . 假设存在  δ > 0，使得对任意 0 ≤ j < k ≤ m - 1，

ξ ∈ E͂，有
|

|
|
||
|
ϕ̂p( 2c

m ( ξ + j ) ) - ϕ̂p( 2c
m ( ξ + k) ) |||||| ≥ δ. 令

E = ( )2c
m ( E͂ + Z ) ∩ [ ]-c，c .

对任意 f ∈ PWc，f ̂1E可以从其样本M = {u ( )mπ
c k，y ：k ∈ Z，0 ≤ y ≤ 1}恢复，且有

A f ̂1E 2 ≤ ∫0

1∑
k ∈ Z

|

|
|
||
||

|
|
||
|
u ( )mπ

c k，y
2
dy ≤ c

2π2  f ̂ 2
， （14）

其中

A = c
4eπ2 ⋅ δm (m - 1)

m1 + m2 ⋅ κ
2
m
ϕ - 1
ln κϕ  . （15）

证明   利用引理1和定理1容易得到结论 .

引理 3   令 E͂ = é
ë
êêêê ù

û
úúúú- 1

2 + η，- η ⋃ é
ë
êêêê ù

û
úúúúη，1

2 - η ，E = ( )2c
m ( E͂ + Z ) ⋂ [ ]-c，c . ϕ ∈ Φ， ϕ̂在 E 上可微，且

min
ξ ∈ E | ϕ̂′( ξ ) | ≥ R. 令

ψ ( ξ ) = min
j，k ∈ Z

|

|
|
||
|
ϕ̂p( )2c

m ( ξ + j ) - ϕ̂p( )2c
m ( ξ + k ) |

|
|
||
|
，
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则有

min
ξ ∈ E͂

ψ ( ξ ) ≥ 4cRη
m . （16）

证明   利用Lagrange微分中值定理容易得出 .

针对问题（1）中的核函数 ϕ̂ ( ξ ) = e- || ξ， 我们有以下更具体的结论：

命题 1   ϕ̂ ( ξ ) = e- || ξ，m ≥ 2， 给定 η ∈ ( )0，1
4 . 设 E͂ = é

ë
êêêê ù

û
úúúú- 1

2 + η，- η ⋃ é
ë
êêêê ù

û
úúúúη，1

2 - η ，E = ( )2c
m ( E͂ + Z )  

⋂[ ]-c，c ， 对任意  f ∈ PW，有

A f ̂1E 2 ≤ ∫0

1∑
k ∈ Z

|

|
|
||
||

|
|
||
|
u ( )mπ

c k，y
2
dy ≤  f ̂ 2

， 
其中R = min { e-η，e-c }，

A = c
2eπ2 ⋅ (4cRη )m (m - 1)

m1 - m + 2m2 ⋅ 1
2c + m . （17）

证明   定理2中，A = c
4eπ2 ⋅ δm ( )m - 1

m1 + m2 ⋅ κ
2
m
ϕ - 1
lnκϕ ，kϕ = e-c 和 δ = 4cRη

m 代入可得

A = c
2eπ2 ⋅ (4cRη )m (m - 1)

m2 + 2m2 - m ⋅ 1 - e-2c
m

2c
m

.

再利用不等式
1 - e-y

y ≥ 1
y + 1， 有

A ≥ c
2eπ2 ⋅ (4cRη )m (m - 1)

m2 - m + 2m2 ⋅ 1
2c
m + 1

≥ c
2eπ2 ⋅ (4cRη )m (m - 1)

m1 - m + 2m2 ⋅ 1
2c + m .

2 动态采样结果的证明

根据 Parseval等式可知，利用Remez-Turan不等式，只要限定在一定的函数空间，引理 3中的结果就

可导出采样不等式下界的估计 . 为此，我们首先研究PWc的一些空间中的Remez-Turan性质 .

令 V ⊂ PWC. 记 V̂ = { f ̂： f ∈ V } ⊂ L2( )[ ]-c，c . 若对任意具有正勒贝格测度的集合 E ⊂ [ ]-c，c . 存在 C =
C ( )E，V 使得任意 f ∈ V，有

 f ̂1E 2
≥ C f ̂1[-c，c ] 2

， （18）

称 V̂具有Remez-Turan性质 .

当V是PWC的有限维子空间使得 V̂由解析函数组成，那么 V̂具有Remez-Turan性质 . 由于 f ̂1E 2
是V上

的一个范数 . 由于 V的有限维，从而它就等价于 f ̂1[-c，c ] 2
. 故从两个具有 Remez-Turan性质且已知定量估

计的基本例子入手研究 .

例1   设

VN = ì
í
î
∑
n = 0

N

cn Dnsinc  ( )cx  ： c0，⋯，cN ∈ Cü
ý
þ
， （19）

其中 sinc( x ) = sin x
x ，有 V̂N = { }P1[-c，c ]，P ∈ CN [ x ] ， 那么 V̂N 有 Remez-Turan 性质的定量形式（Aldroubi et 

al.，2017）.

例2   设

VN = ì
í
î
∑
n = 1

N

cn sinc ( )c ( x - λn )  ： c1，⋯，cN ∈ C，λ1，⋯，λN ∈ Rü
ý
þ
， （20）

则 V̂N 不是 PWC的线性子空间 . 但 V̂N 仍有 Remez-Turan 性质的定量形式（Nazarov，1993），并利用 Remez-
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Turan性质，我们就有如下结论 .

定理3   ϕ̂ ( ξ ) = e- || ξ，m ≥ 2是一个整数 . 设V = VN，VN由式（19）或式（20）给出，对任意 f ∈ V，则有

κ f ̂ 2 ≤ ∫0

1∑
k ∈ Z

|

|
|
||
||

|
|
||
|
u ( )mπ

c k，y
2
dy ≤  f ̂ 2

，

其中下界κ = cγ0 (c )eγ2 (c) - m2 (γ1 (c) + ln m )，γ0 (c )、γ1 (c )、γ2 (c ) 取决于 c的常数 .

证明   命题1中，取η = 1
8 . 故有

E͂ = é
ë
êêêê ù

û
úúúú- 3

8，- 1
8 ∪ é

ë
êêêê ù

û
úúúú1

8，
3
8 ，      E = ( )2c

m ( E͂ + Z ) ∩ [-c，c ]，      
c

|E| ≥ 1
8， 

A f ̂1E

2 ≤ ∫0

1∑
k ∈ Z

|

|
|
||
||

|
|
||
|
u ( )mπ

c k，y
2
dy ≤  f ̂ ，

其中R = min{ }e- 1
8，e-c ，

A = c
2eπ2 ⋅ ( )1

2 cR
m (m - 1)

m1 - m + 2m2 ⋅ 1
2 || c + m .

注意到
1
2 cR = min{ }1

2 ce
- 1

8，
1
2 ce-c < 1. 故有

( )1
2 cR

m (m - 1)

m1 - m + 2m2 ≥
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷
1
2 cR
m

m2

= e-m2 (γ1 (c) + ln m ) .

最后

A ≥ cγ0 (c )e-m2 (γ1 (c) + ln m )，

其中γ0 (c )、γ1 (c ) 取决于 c的常数 . 借助Remez不等式来避开盲点 .

当V = VN，VN为式（19）或式（20），f ∈ VN.有
 f ̂1E 2 ≥ γ2N + 12  f 2

，

γ2 < 1的常数 . 这就证明了定理3.

3 结 语

本文对Laplace方程上半平面边值问题中的动态采样进行研究 . 该方法从周期性非均匀的 Sub-Nyquist

等间隔动态采样入手，引入扩散矩阵并利用Remez-Turan性质避开盲点（采样不稳定点），从而得出动态采

样的稳定性结果 .
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